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О М Н О Г О К Р И Т Е Р И А Л Ь Н О Й  З А Д А Ч Е  
П О И С К А  О П Т И М А Л Ь Н Ы Х  И С Т О Ч Н И К О В  В ГРА Ф Е
Н астоящ ая статья посвящена проблеме поиска паретовского множества 
многокритериальной задачи оптимизации [1] в ситуации, когда множеством 
допустимых решений является совокупность вершин некоторого дерева. В 
общем случае эта проблема может быть разрешена единственным способом 
— перебором вариантов. Мы, однако, укаж ем некоторые условия, выпол­
нение которых для целевой функции позволяет избежать перебора, и явно 
опишем соответствующий непереборный алгоритм. Кроме того, мы пока­
жем, что найденные условия выполняются, если в качестве частных крите­
риев оптимальности используются те функционалы, минимизация которых 
составляет цель решения задач поиска медиан и центров дерева. Наконец, 
в статье оценивается временная сложность предложенного алгоритма.
1. О сновны е оп р едел ен и я
Пусть на множестве вершин связного обыкновенного граф а О =  (К, Е)  
задана векторная целевая функция F(v)  =  (Б ^ г? ) ,. . . ,  Бдт(г;)) такая, что 
1ш Fi С К* для каждого г £ { 1 , . . . ,  А }. Компоненты Д  этой функции мы бу­
дем называть критериями оптимальности размещения.  Решение г?* £ К  та­
кое, что Бг-(А) =  т т уеу  Бг-(Ф) для некоторого г £ {1, . . . ,  А }, назовем опти­
мальным по критерию  Бг. Будем полагать, что для произвольно выбранной 
пары вершин V £ V  и ш £ V  соотношение F(v)  < F(w)  имеет место тогда 
и только тогда, когда Бг-(Ф) < Бг-(ш) для каждого г £ { 1 , . . . ,А } .  Решение 
г?* £ К  называется парето-оптимальным  или паретовским оптим умом , 
если не существует такой вершины г? £ К, что выполняются неравенства
< ¥(у*)  и ф ¥(у*).
Через 11(0) обозначим паретовское множество, состоящее из всех парето- 
оптимальных вершин граф а О. Суть многокритериальной задачи размеще­
ния  в графе О состоит в отыскании паретовского множества 1 1(0 ).
Пусть Б(Ф) — это функционал, определенный на множестве К, и пусть 
£ Е.  Определим вариацию ф ункционала Б при переходе от вершины 
V к вершине т как ДГ(Ф, т) =  Б(Ф) — F(w).
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Чередующаяся последовательность
^1, ех, г>2, ег, • • •, ер, г>р+1
вершин и ребер графа (? такая, что е,- = (* =  1 , . . .  ,р ), называет­
ся маршрутом,  соединяющим вершины гд и М аршрут можно задать
последовательностью его вершин гц, гд ,. . . ,  ?у+ъ а такж е последовательно­
стью его ребер ех, е2, . . . ,  ер. М аршрут, все вершины которого, возможно за 
исключением вершин гд и гу+х, различны, будем называть простой цепью .
Если рассматриваемый граф  является деревом, то договоримся обозна­
чать его буквой Т.  Будем говорить, что критерий Б& (к £ {1, . . . ,  А }) удовле­
творяет условию монотонности,  если для любой простой цепи гд, г д ,. . . ,  гу+1 
дерева Г  из справедливости неравенств l < г < j < p ж  Д Б Д щ ,щ +1) < 0 вы­
текает справедливость неравенства Д Б Д гу ,гу+1) < 0 .
2. А лгоритм  построени я паретовского м н ож еств а  д л я  дер евьев
Д аж е для деревьев в общем случае паретовское множество может быть 
найдено только с помощью полного перебора вариантов [1]. О казы вает­
ся, что перебора можно избежать, если все компоненты векторной целе­
вой функции удовлетворяю т условию монотонности. В такой ситуации для 
поиска паретовского множества II (Т)  может быть применен непереборный 
алгоритм, состоящий в выполнении следующих действий:
1. Д ля  каждого из компонентов Бг- (г £ { 1 , . . . ,А } )  векторной целевой 
функции найти и пометить все оптимальные по критерию Бг- вершины 
дерева Т.
2. Построить минимальный связный подграф Т" =  дерева Г, со­
держащий все найденные при выполнении действия 1 вершины.
3. Если |Е '| < 2 и все вершины дерева Т" оптимальны по каждому из 
критериев Бг- (г £ {1, . . . , А } ) ,  то завершить выполнение алгоритма: 
множество и ( Т )  совпадает с множеством V*. В противном случае пе­
рейти к действию 4.
4. Удалить из дерева Г ' все вершины V такие, что degTf V =  1 и единствен­
ная смежная с V вершина и дерева Г ' оптимальна по тем же критериям, 
что и V. Указанные два условия должны выполняться для каждой из 
удаляемых вершин.
5. Оставшиеся в дереве Т 1 вершины образуют множество II (Т).
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Д ля анализа предложенного алгоритма потребуется следующая лемма.
Л е м м а  1 . Пусть на множестве вершин дерева Т  — {У ,Е)  определена век­
торная целевая функция Е(х)  =  ( Т ф х ) , .. . ,Едт(г)) и пусть некоторый кри­
терий  (г £ { 1 , . . . , # } )  удовлетворяет условию монотонности. Тогда в 
дереве Т  имеется не более двух оптимальных по критерию  Ег- вершин, и 
если их две, то они смежны.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что в дереве Т  имеются несмежные вер­
шины и и ш, оптимальные по критерию Д . Рассмотрим простую цепь
и =  щ, г 2, . . =  V).
Так как и и ш оптимальны по критерию Д , имеют место неравенства
Д Г Ц ъ г Д  < 0 и Д Г г-Цр, ьр+1) > 0 .
Следовательно, критерий Д  не удовлетворяет условию монотонности. Про­
тиворечие с условием леммы доказывает, что наше предположение неверно, 
т.е. в дереве Т  все оптимальные по критерию Д  вершины должны быть по­
парно смежны между собой. Таким образом, их число не может быть больше 
чем 2 , поскольку в противном случае имело бы место противоречие с аци­
кличностью деревьев. Это наблюдение заверш ает доказательство леммы.
Перейдем непосредственно к исследованию предложенного алгоритма.
Т е о р е м а  1 . Пусть Т  — {У ,Е)  — дерево, на множестве вершин которо­
го определена векторная целевая функция Е(х)  =  ( Т Д г ) , . . . ,  И д Д )). Если  
каждый из критериев  Д (г £ {1, . . . , # } )  удовлетворяет условию монотон­
ности, то множество вершин, найденных с помощью предложенного алго­
ритма, совпадает с множеством Е(Т) .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть дерево Т" =  (У* ,ЕГ) — это подграф дерева Т, по­
строенный при выполнении действия 2 .
Если V £ Е \ Е /, то существует единственная простая цепь
гц, гд ,. . . ,  гу+1
такая, что V =  гц, щ ^ V 1 (г =  1 , . . . , р )  и гу+1 £ V*. Так как все крите­
рии Д  (г £ {1, . . . , # } )  удовлетворяю т условию монотонности, справедливы 
неравенства
Т'(г;р+1) ^  ^ ( г )  и Е(г;р_|_1) ф Е (г).
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Таким образом, вершины множества V \ V f не являю тся парето-оптималь- 
ными. Рассмотрим вершины множества V*.
Если \Vf\ < 2 и все вершины дерева T f оптимальны по каждому из кри­
териев, то выполнение алгоритма заканчивается действием 3. В этом слу­
чае U(T)  =  V*. Действительно, при данных условиях для любых вершин 
v £ V* и w £ V* справедливо равенство F(v)  =  F(w).  А для любой вершины 
v £ Е \Е ',  как уж е было показано, существует такая вершина w £ С ', что 
выполняются неравенства
F (w) < F(v)  и F(w) ф F(v).
Предположим теперь, что имеет место альтернативная ситуация и вы­
полнение алгоритма не закончилось действием 3.
Пусть v — висячая вершина дерева Г ', т.е. degT/ v =  1. По построению 
дерева Т* вершина v оптимальна по одному или по нескольким критериям. 
Зафиксируем единственную смежную с v вершину и дерева Г '. Если вершина 
и оптимальна по тем же критериям, что и гц то, поскольку все критерии 
удовлетворяю т условию монотонности, выполняются неравенства
F (и) < F(v)  и F (и) ф F(v).
Следовательно, такая вершина v не является паретовским оптимумом. Если 
же существует критерий F; (г £ {1, . .  .,7V}) такой, что вершина v оптималь­
на по данному критерию, а вершина и не оптимальна, то гц согласно лемме 
1, является единственной оптимальной по критерию F; вершиной дерева Т. 
Таким образом, для любой вершины w £ С\{г?} справедливо неравенство 
F;(T) < F;(iü). Это означает, что ни для какой вершины w £ С\{г?} соотно­
шение F(w) < F(v)  не может быть справедливым, т.е. что v £ U(T).
Д алее, пусть v £ V* и degT/ v > 1. Рассмотрим произвольную вершину 
w £ С\{г?}. Поскольку degT/ v > 1, существует простая цепь
гц, гд ,. . . ,  гу+i
такая, что гц £ С ', degT/ гц =  1, vp+i =  w и v £ {гд ,. . . ,  гу}. По по­
строению дерева T f вершина гц оптимальна по некоторому критерию F г- 
(г £ {1 ,...,7 V }). Так как критерий F удовлетворяет условию монотонно­
сти, справедливо соотношение
F,-(î;) <  Fi(vp+i) =  Fi(w).
Следовательно, неравенство F(w)  < F(T) выполняться не может и г? £ U{T).  
Теорема 1 доказана.
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3. Ф у н к ц и о н а л ы , у д о в л е т в о р я ю щ и е  у с л о в и ю  м о н о то н н о сти
В этом разделе статьи будет показано, что условию монотонности удо­
влетворяю т функционалы, минимизация которых является целью при ре­
шении некоторых хорошо известных однокритериальных задач дискретной 
оптимизации.
3.1. О задаче поиска оптимальных источников (медиан)
Рассмотрим дерево Т  — (У,Е ) .  Пусть вершинам V £ V  поставлены в 
соответствие положительные веса а ребрам е £ Е  приписаны неотрица­
тельные строго возрастающие функции <ре( х ) ,  х  £  К ,  х  >  0. Известно, что в 
дереве для любых вершин и и х  существует единственная соединяющая их 
простая цепь С (и ,х ) .  Определим множество
мы будем называть потоком по ребру е для вершины и. Введем функционал
Вершину V* £ V  назовем оптимальным источником, если выполняется со­
отношение
Задача размещения оптимальных источников  в дереве Т  заклю чается в 
отыскании вершин данного графа, являю щ ихся оптимальными источника­
ми. Если все функции <ре(х), е £ Е,  имеют вид <ре(х)  =  /е • ж, где /е — это 
приписанная ребру е полож ительная длина, то будем называть соответству­
ющие оптимальные источники медианами,  а решаемую задачу — задачей 
поиска медиан  в дереве Т.
Следующие два предложения, идея которых заимствована в [2], описы­
вают интересующие нас свойства ф ункционала Соз 1т{и).
П р е д л о ж е н и е  1 . Пусть Т  — (У ,Е )  — дерево, на множестве вершин ко­
торого определен функционал Соз 1т{и). Тогда вариация А С о з 1т(х,хи) этого 
функционала при переходе от вершины V к смежной вершине хи равна
У е1и = { х е У \ е е С ( щ х ) }  
для каждого ребра е и каждой вершины и дерева Т.  Величину
У,и
С о з ^ ( и )  =  ^  (ре ( а и ( е ) ) .
ееЕ
Соз 1т{х*) — ш т С о з 1т{и).
то})) -  Щ а Л Ь ,  то})).
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Т\ — ( Б ф Д )  и Т2 =  ( Т Д ^ )  компонен­
ты связности леса Т  — {г?, и?}. Будем считать, что V £ со £ К2. Тогда
А С о в ^ У ,  т) = С о в ^ У )  -  Сов ^ ( ю)  = ^  <ре(ау(е)) -  ^  <^ е(а ш(е)) =
е е Е  е е Е
= У )  у Д а Д е ) )  + <Р{„,и1}(ау( { г , ‘ш}))+  ^  <ре(ау(е)) -
е е Е 1 е е ^ 2
-  У )  <ре( а ш(е)) -  < ^ , ш} ( а ш({г;, -ш}))-  ^  <ре( а ш(е)) =
е е Е г е Е Е 2
= ^{у,уу} Л у(Ь ,  ги})) -  го})).
Предложение 1 доказано.
П р е д л о ж е н и е  2 . Пусть Т  — {У ,Е)  — дерево, на множестве вершин ко­
торого определен функционал С о з ^ { и ) ,  и пусть маршрут
V I ,  еь  г?2, е2, . . . ,  ер, гу+х
является простой цепью в этом дереве. Тогда если 1 < 1 < ] < р и  
^г-ы) < 0 , то ACostт(vj^Vj+ı)  < 0 .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно предложению 1 справедливо соотношение
Рег(ащ(ег)) -  Тег{^уг.цО *)) < °*
Поскольку функция Р е г ( %)  по определению является строго возрастающей, 
имеет место неравенство ауг(ег) < Кроме того,
^  одг(ег) п 0'уг_^1 (ег’) < а УН1 (еф),
так как С Уеищ и Кег,г,г+1 С Се^ +1. Следовательно, ехУз(е3) < а ^ +1( с ) .
В силу того что функция <рез(х)  по определению является строго возраста­
ющей, справедливо соотношение
¥ Ч '( ° ч Щ ) )  -  <Ре^01ЬН1(ез)) < 0-
Из предложения 1 теперь немедленно вытекает требуемое.
Итак, функционал С о з ^ ( и )  удовлетворяет условию монотонности.
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3.2. О задаче поиска дисперсионных медиан
Пусть О =  (V, Е )  — связный обыкновенный граф  и пусть вершинам V £ V  
приписаны положительные случайные величины уу с известными законами 
распределения. Условимся, что все случайные величины уу независимы. 
Каж дому ребру е £ Е  поставим в соответствие положительную длину /е, и
р
длиной маршрута  е ! ,е 2, . . . ,е р назовем величину ^  1е%. Д лина кратчайшего
г =  1
маршрута, соединяющего несовпадающие вершины V и ш, называется рас­
стоянием  между V и си и обозначается через д(х,хо).  Д ля  любой вершины V 
по определению д(х ,х )  =  0 .
Следуя [2], дисперсионной медианой  будем называть любую вершину г?*, 
минимизирующую функционал
DCos^G(u) — £ д 9г). < * > ,* ) .
Задача поиска дисперсионных медиан графа О заклю чается в отыскании всех 
вершин этого графа, являю щ ихся дисперсионными медианами.
Рассмотрим дерево Т  — (у,Е). Через Т\ — ( Р Д Д )  и Т2 =  (Р Д £ Д  будем 
обозначать подграфы, на которые распадается дерево Т  при удалении ребра 
е =  {л, г?}, и £ РД V £ РД Положим
в е ( и )  =  X  В е ( ь )  =  X
-шЕК г^ЕК
Т О )  =  X  Лдц) • <1 (и, то) + 1е'в Л ) ;
-шЕ П
Т О )  =  X  Лдц) • Л у , ь})+ 1е'в Л )  ш
Важные для нас свойства функционала Е С о з ^ ( х и )  описываются следу­
ющими двумя предложениями, идея которых заимствована в [2].
П р е д л о ж е н и е  3. Пусть Т  — {У ,Е)  — дерево, на множестве вершин ко­
торого определен функционал Е С о з^ ( х и ) .  Тогда вариация А Е С о з ^ ( и , х )  
этого функционала при переходе от вершины и к смежной вершине V равна
-21{и,у} ' (у ) _  ^{и,у}(у)
Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно,
А Е С о з ^ { и ,  х) — ^ 2  * Л2(и, хо) — ^  Ееру • д2(х, хи) =
уи£У уи£У
= ^  Б д ш ■ Л ( и ,  то) +  У  Б д ш ■ (/{„,„} + с1(и, ги) ) 2 -
и) Е У\ ^  Е У2
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D qw ■ d2( v , w) -  D(1™ +  d(u i w ))2 =
WEV2 w£Vi
-2 1 { u , v }  *
n  j (  \  I h u M  ' B { u , v } ( u )
v^GVi
I  П  Л /  Л 1 h u M  ' B { u , v } ( V )-  I 2 ^  D 9w • d(v, w)  +  — 2^ ------
vweVh
- 2/ ^ { u , v }  (т) ^{г4,г;} ( ^ )
Предложение 3 доказано.
П р е д л о ж е н и е  4. Пусть Т  — ( V ,E )  — дерево, на множестве вершин ко­
торого определен функционал D C os tx iw ) ,  и пусть маршрут
vi, еь гд, е2, ..., ер, гу+i
является простой цепью в этом дереве. Тогда если 1 < г < j  < р и 
ADCostT(vi ,Vi+i)  < 0 , то AD CostT (v j ,V j+ i )  < 0 .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Д ля  каждой вершины г? £ У имеет место соотношение 
Dqv > 0 , а каждому ребру е £ Е  приписана полож ительная длина /е. С ле­
довательно, по определению справедливы неравенства
A ej(vj) > A ei(vi) и A ej(vj+1) < A es(vi+1).
Отсюда
^еДС?) _  ^^ '(C ' + l)  ^  7^ -ег(^г) — Аег (У+1) ^  0 *
Из предложения 3 теперь немедленно вытекает требуемое.
Итак, функционал D C o s t x i w ) удовлетворяет условию монотонности.
3.3. О задаче поиска центров
Пусть G =  (У, Е ) — связный обыкновенный граф, каждому ребру е кото­
рого поставлена в соответствие полож ительная длина /е. Следуя [2], назовем
эксцентриситетом  вершины v величину e(v) — т а xd (v ,  и ), где d(v, и) — это
u£V
расстояние между вершинами v и и. Центром  граф а G будем называть лю ­
бую вершину У , удовлетворяющую соотношению
е(г?*) =  min е(и).
u£V
Задача поиска центров в графе G заклю чается в отыскании всех вершин, 
являю щ ихся центрами.
Из следующих лемм вытекает, что функционал e(v),  определенный на 
множестве вершин дерева, удовлетворяет условию монотонности.
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Л е м м а  2 . Пусть каждому ребру е дерева Т  — (С, Е ) поставлена в соот­
ветствие положительная длина 1е и пусть V* — произвольный центр это­
го дерева. Тогда для любой вершины V £ V  существует простая цепь длины 
е (г? ) ,  исходящая из V и проходящая через центр  г?*.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что для некоторой вершины V любая ис­
ходящая из нее простая цепь длины е(х) не проходит через центр г?*. Рас­
смотрим два случая.
а) Вершина V и центр г?* смежны. Пусть е — соединяющее их ребро. 
Если вершина V — центр дерева Т, то заключение леммы очевидно. По­
этому будем считать, что вершина V не является центром. Из начально­
го предположения следует, что длина любой простой цепи, исходящей из 
вершины V и проходящей через центр г?*, меньше чем е(х). Следовательно, 
е(х) — е(г?*) — /е < е(г?*). Противоречие доказывает требуемое.
б) Вершины V и г?* не являю тся смежными. Пусть С(г?,ш) — произволь­
ная простая цепь длины е(г>), соединяющая вершины V и ш. Обозначим че­
рез и смежную с центром г?* вершину простой цепи С(г?*,г>), соединяющей в 
дереве Т  вершины г?* и V. По определению е(и) > д(и^ио). Согласно началь­
ному предположению величина с?(л, ш) больше, чем длина любой простой 
цепи, исходящей из вершины и и проходящей через центр н*. Противоречие 
с пунктом “а” доказывает требуемое.
Л е м м а  3. Пусть каждому ребру е дерева Т  — (С, Е )  поставлена в соот­
ветствие положительная длина 1е и пусть маршрут
гд, еь  гд, е2, . . . ,  ер,
является простой цепью в этом дереве. Тогда если 1 < 1 < ] < р и  
Д е(щ ,щ +1) < 0 , то / \е{х3 щ 3+1) < 0 .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 2 и из определения эксцентриситета вытекает, 
что если Д е(щ ,щ +1) < 0 , то либо вершины щ и являю тся центрами, ли­
бо ег- — это первое ребро простой цепи от до некоторого центра дерева Т. 
В обоих случаях ребро е3 оказывается первым ребром простой цепи, соеди­
няющей вершину х3+1 и некоторый центр дерева Т. Следовательно, согласно 
лемме 2 и определению эксцентриситета имеет место соотношение
=  е(г;Ц -  е ^ +1) = - Д  < 0.
4. О т р у д о е м к о с т и  п р е д л о ж е н н о го  а л г о р и т м а
Пусть критерии оптимальности размещения определены так, как это 
предусмотрено условиями рассмотренных в разделе 3 задач. Вычислим вре­
менную сложность предложенного алгоритма.
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Т е о р е м а  2 . Пусть Т  — {У ,Е)  — дерево, на множестве вершин которого 
определена векторная целевая функция
( С о з ^ ( Е ) , . . . ,  С о з ^ (Е ) ,  В С о з ^ +1 (Е) , . . . ,  В С о з ^ ( Е ) ,  ем + 1 ( р ) , . . . ,  еЛГ(г;)).
Если дерево Т  задано списками смежностей, то трудоемкость отыскания  
паретовского множества Е (Т )  с помощью предложенного алгоритма равна
0 ( Л Ч У ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Известно, что для деревьев существуют линейные по чи­
слу вершин алгоритмы поиска оптимальных источников (медиан), дисперси­
онных медиан и центров (см. работы [2] и [3]). Следовательно, действие 1 
предложенного алгоритма может быть выполнено за время О (И  • |И |). Пусть 
вершина 5 была помечена при выполнении действия 1. Ясно, что дерево Т" 
порождается множеством вершин простых цепей, соединяющих вершину 5 
с другими найденными при выполнении действия 1 вершинами. Поэтому 
для выполнения действия 2 достаточно один раз просмотреть множество V  
с помощью поиска в глубину, начав обход вершин дерева с вершины 5. Т а­
ким образом, трудоемкость действия 2 есть 0 ( |П |)  [4]. Л егко видеть, что 
временная сложность действия 3 равна 0 ( А ) ,  а действия 4 — О (И  • |Н |). Из 
справедливости данных оценок вытекает требуемое.
В заключение отметим следующее. Д ля  любого решения V £ V  трудо­
емкость проверки его принадлежности или непринадлежности паретовско- 
му множеству Е{Т)  с помощью известных в настоящее время алгоритмов 
в лучшем случае такж е составляет О (И  • |И |). Поэтому в рассматриваемых 
условиях предложенный алгоритм заведомо превосходит по эффективности 
алгоритмы, основанные на переборе вариантов.
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